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متمتیͺا با مونت�کارلو الفبایِ

فتح�اللهͬ امیرحسین̞

محاسبات̞ͬ نرم�افزارِ اساس̞ بر محاسباتͬ مثالهایِ میشن. معرفͬ مونت�کارلو اولیه�ی عناصرِ و مفاهیم چͺیده:

میشن. ارائه متمتیͺا

مقدمه 0

شͽفت�انگیزه نظر به باشه. داشته وجود یادمیͽیرن رو مونت�کارلو روش̞ که اونائͬ تموم̧ بین حسمشترک یه شاید
هر اگرچه که داشت متفاوت نگاه˼ دو منحنͬ، ͷی زیرِ سطح̧ حساب�کردنِ مثلا́ واحد، مسئله��ی ͷی به میشه که
رو اون میشه که بطوری مفرˁح حدّی تا حتا و بازیه یه مثل̞ یͺͬ�شون اما دارن، را ریاضͬ�دونها نظرِ مورد دقتِ دو
رو محاسباتͬ میتونه که نگاههاس نوع این از ͬͺی تفاوت، این جدای کرد! اجرا هم مدرسه بازیͽوش̞ بچه�هایِ با
نیس. ممͺن بشه، هم برابر صد کامپیوترها قدرتِ اگر حتا دیͽه، نگاه˼ با که کنه ممͺن امروزی کامپیوترهایِ با
10 × 10 شبͺه�ی ͷی در رو بˀعدی دو آیزینگ مدلِ فازِ گذارِ میتونید مونت�کارلو روش با شما که این نمونه�اش
شبͺه�ی ͷی ببینید دقیق جمع̧ و معمول روش̞ به باشه قرار اگر ولͬ ببینید، دقیقه دو-سه طولِ به محاسباتͬ در و

نیس! کافͬ بده، انجامش که باشین داشته� کامپیوتری که این فرض̞ به هم، 1010 × 1010

میشن! موجˁه نَه، که اثبات محاسباتͬ، مثالهایِ با ادعاها نمیان. اونها اثباتِ و ریاضͬ قضایایِ اینجا در
با میان ادامه در که محاسباتͬ میارم. نوشته آخرِ رو موثرترینشون که خوندم جسته-گریخته میاد که مطالبی

آوردمشون. اینجا صریحاً که شده انجام 7 متمتیͺا محاسبات̞ͬ نرم�افزارِ

بازی! شروع̧ 1

کنیم: حساب رو زیر انتگرالِ میخوایم کنید ∫فرض 1

0

exp(x2) dx (1)

میشه: اینجوری متمتیͺا در که

f1[x_]:=Exp[x∧2];

exact1 = NIntegrate[f1[x], {x, 0, 1}]

1.46265
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به انتگرال تبدیل̞ با رو اون متمتیͺا جایِ به خودمون میخوایم و نداره، تحلیلͬ جوابِ انتگرال این که میدونید
میشه: جایͽزین اینجوری انتگرال تقریب این در کنیم. حساب میͽن) ریمن تقریبِ بهش (که ∫جمع b

a

f(x) dx → d
M∑
n=1

f(xn) (2)

اون: در که

xn = a+ n d, d =
b− a

M
(3)

میشه: معادل بطورِ ∫که b

a

f(x) dx → b− a

M

M∑
n=1

f(xn) (4)

مقادیرِ با اومده زیر در تقریب�زدن اینطور از نمونه چند داشتیم که انتگرالͬ برایِ

d = 0.5, 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001

میشه: اینطور متمتیͺا در که

Table[{approx1 = Sum[f1[n]d, {n, 0, 1, d}]//N ;

Print[d, " ", approx1, " error=", (approx1 − exact1)/exact1 ∗ 100]},

{d, {0.5, 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001}}];

0.5 2.50115 error=71.0013

0.1 1.65309 error=13.02

0.01 1.48129 error=1.27417

0.001 1.46451 error=0.127139

0.0001 1.46284 error=0.0127111

ده�هزار 1 تا 0 فاصله�ی اون در که نزدیͺه واقعاً آخری اومده؛ خطا درصدِ و محاسبه نتیجه�ی ،d مقدارِ بالا در
شده! قسمت

چند بʿرداریم؛ 1 تا 0 فاصله�ی از الاˣبختکͬ رو ها xn اینبار ولͬ کنیم استفاده (4) رابطه�ی از دوباره بیاید حالا
میشه: اینطوری دفعه�اش پنج اجرایِ تا. 100 شروع برایِ تا؟

xr:=RandomReal[{0, 1}];

M = 100;

Table[MCInt1 = Mean[Table[f1[xr], {m, 1,M}]]; Print[MCInt1], {5}];

1.44552

1.37184

1.41913

1.47244

1.49409
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واقع در (یا بͽیرین میانگین رو بار 1000 با دفعه دʿه اجرایِ اگر نیستن! بʿدَک کنید؛ مقایسه� دقیقش نتیجه�ی با
میشه: تاش) 10000

xr:=RandomReal[{0, 1}];

M = 1000;

Mean[Table[MCInt1 = Mean[Table[f1[xr], {m, 1,M}]], {10}]]

1.46421

بشه. دقیق میتونه دلخواه به بزرگش کافͬ اندازه�ی به تعدادِ در نتیجه� که کرد اثبات میشه
جواب «چون که اینه جواب چیه؟». برایِ کارا این داریم؛ خوبی دقتِ با رو جواب که «ما که بپرسید میتونید
یه سراغ̧ بیاید قبلش اما باشه». بزرگͬ ِͷکم ممͺنه جدید روش̞ این و نداریم راحتͬ یا خوبی این به همیشه رو

میشه: متمتیͺا در که شش�گانه�ش ولͬ اولͬ انتگرالِ همون بریم. دیͽه مثالِ

f6[x1_, x2_, x3_, x4_, x5_, x6_]:=Exp[x1∧2 + x2∧2 + x3∧2 + x4∧2 + x5∧2 + x6∧2];

exact6 = NIntegrate[f6[x1, x2, x3, x4, x5, x6], {x1, 0, 1}, {x2, 0, 1}, {x3, 0, 1}, {x4, 0, 1},

{x5, 0, 1}, {x6, 0, 1}]; //Timing

Print[exact6]

{20.078, Null}

9.79142

و رفته بͺار Timing دستور بالا در .1.462656 = 9.79135 باشه: قبلͬ نتیجه�ی شش توانِ باید واقع در که
اینقدر بود هشت�گانه یا هفت انتگرال اگر بیاد. بیرون جواب تا کشیده طول ثانیه بیست حدود که میده نشون
انتگرال گفتیم اول که گسسته�سازی روش از بیاید حالا میرفت! سر مونیتور جلوی حوصله�تون که میͺشید طول

میشه: اینطوری 0.1 ابعادِ به شش-بˀعدی سلولهای برای کنیم. حساب رو بالا

d = 0.1;

approx6 = d∧6 Sum[f6[n1, n2, n3, n4, n5, n6], {n1, 0, 1, d}, {n2, 0, 1, d}, {n3, 0, 1, d},

{n4, 0, 1, d}, {n5, 0, 1, d}, {n6, 0, 1, d}]; //Timing

Print[approx6, " error=", (approx6 − exact6)/exact6 ∗ 100]

{12.652, Null}

20.4069 error=108.416

ی�ͷمیلیون یعنͬ سلول (1/0.1)6 رویِ جمع نتیجه این برای خطا! صددرصد از بیش با بیست حدودِ میشه جواب
اندازه�ی هم دلیل همین به کشیده! طول ثانیه دوازده از بیش اومده بالا در که همونطور که شده انجام سلول
جواب اگرچه که میزدیم جمع سلول 1012 رویِ باید میͽرفتیم 0.01 را d اگر مثلا́ نگرفتیم. کوچͺتر را سلولها
تا پس میͺشید! طول روز صد حدود یعنͬ ثانیه، دوازده برابرِ ی�ͷمیلیون حدود زمانش ولͬ میشد بیست از بهتر
خطا بیشتر ابعادِ در که اینه اولیش میبینیم. رو جمع به انتگرال تبدیل̞ معمول روش اساس̞ͬ اشͺالهایِ همینجا
سلول M تعدادِ برایِ کراندار، مشتق̞ با توابع̧ برای اونهم خطا، D بˀعدِ در دقیقتر، بطورِ میشه. زیاد سرعت به
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اینطوریه:

error ∝
√
D

M1/D
(5)

خیلͬ رو خطا سلول تعدادِ زیادکردنِ بالاتر بˀعدِ در بدتر، اون از و میشه، زیاد بˀعد جذرِ با خطا اولا˟، میده نشون که
ولͬ میشه، برابر دو محاسبه زمانِ کنید، برابر دو رو سلولها تعدادِ اگر شش، بˀعدِ در مثال، برایِ میده. کاهش کم

در بیست خودمون مثالِ موردِ در میشه. کم 1.12− 1

1
× 100 = 12% حدودِ یعنͬ 21/6 = 1.12 نسبتِ به خطا

تازه که بازیی از بیاید حالا .(9.79 جوابِ با مقایسه (در ثانیه بیست�وچهار در نوزده حدود میͺنه رو ثانیه دوازده
میشه: شش-تائͬ انتخابِ صد هرکدوم دفعه�ش پنج اجرای کنیم؛ استفاده گرفتیم یاد

xr:=RandomReal[{0, 1}];

M = 100;

Table[MCInt6 = Mean[Table[f6[xr, xr, xr, xr, xr, xr], {m, 1,M}]]; Print[MCInt6], {5}]//

Timing

9.46752

8.74826

10.9643

8.67465

10.6157

{0.031, {Null, Null, Null, Null, Null}}

در مجموعاً تائͬ 10000 دفعه�ی پنج اجرایِ ثانیه! 0.03 مجموعاً زمانͬ؟ چه در جوابن؛ حول�وخوش̞ همه�شون
میشه: ثانیه نیم زمانِ

xr:=RandomReal[{0, 1}];

M = 10000;

Table[MCInt6 = Mean[Table[f6[xr, xr, xr, xr, xr, xr], {m, 1,M}]]; Print[MCInt6], {5}]//

Timing

9.72741

9.82157

9.80803

9.93387

9.74117

{0.515, {Null, Null, Null, Null, Null}}

میده: ثانیه ͷی تقریباً در اجرا ده میانگین̞

xr:=RandomReal[{0, 1}];

M = 10000;
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Mean[Table[MCInt6 = Mean[Table[f6[xr, xr, xr, xr, xr, xr], {m, 1,M}]], {10}]]

9.79694

مستقل معمولͬ، جمع̧ روش̞ برعکس̞ خطاش، میشه: معلوم جدید روش̞ مزیتِ ͷی همینجا در خوبه. واقعاً که

در بشه یادآوری متناسبه. 1√
M

با آماری پدیده�هایِ اکثرِ مثل̞ و انتگرال بˀعدِ از مستقل دقیقتر، بطورِ بˀعده. از

.
√
D

M1/D
بود قبلͬ روش̞

قضییه به اینطور کنیم. تعیین رو π عددِ بامزه روش̞ یه از میخوایم جدیدمون بازیِ از دیͽه مثالِ یه عنوانِ به
تصادفͬ طورِ به نقطه تعدادی اگر میͽیم حالا شده. محاط مربع ͷی در که میͽیریم دایره ͷی که میͺنیم نگاه
نسبتِ متناسبه کلشون به میافته دایره داخلِ̞ که اونها از کسری بشن، انتخاب مربع این داخل̞ یͺسان وزنِ با و

یعنͬ: مربعه، مساحتِ به دایره مساحتِ
Nin

Ntot.
=

π a2

(2 a)2
=

π

4
(6)

عددِ و کرد، حساب رو بالا نسبتِ میشه بشن شمرده و انتخاب نقاط این تصادفͬ بطورِ و زیاد تعدادِ به اگر حالا
دایره: داخل̞ رویِ 1 عددِ انتگرالِ هست که میͺنیم، حساب رو انتگرال یه داریم باز واقع در آورد. دست به رو π∫∫

x2+y2≤a2

1 · dxdy = π a2 (7)

مربع یه زمین رویِ مثلا́ داد. انجام بازی یه عنوانِ به بچه�مدرسه�ای تا چند با میشه رو روش این به π آوردنِ بدست
مهمه. یه�نواختͬ البته ریخت؛ مربع سطح̧ رویِ یه�نواخت بطورِ رو عدس مثلا́ مقداری و کرد رسم توش دایره یه با
میانگین و بشه انجام بار چند اگه کرد. تقسیم هم به و شمرد رو دایره و مربع داخل̞ عدسهایِ کل̞ تعدادِ بعد

بهتر. چه که بͽیرین
اجراش از نمونه یه ولͬ میذارم خواننده عهده�ی به رو متمتیͺا در بالا محاسبه�ی ͷکوچ تمرین̞ یه عنوانِ به

اختلافشه: دومͬ و π تخمین̞ اول عددِ .(١ (شͺل میارم اینجا در نقطه 3000 انتخابِ برایِ رو

3.12933

-0.0122593

عجیب رفتارهای داریم سروکار باهاشون که توابعͬ که مواقعͬ برایِ بازیه همین بهینه�سازیِ کارمون ادامه�ی
اعداد ِͷکم با انتگرال یا جمع محاسبه�ی میشه: تعریفش و مونت�کارلو» «روش میشه بازیمون اسم دارن.
مورد مسئله�ی مناسبِ که تصادفͬ فرآیند ͷی از خودشون تصادفͬ اعدادِ این غالباً بهینه�شده حالتِ در تصادفͬ.
ناحیه�ی رویِ انتگرال بشه، نامیده ١ خام مونت�کارلویِ ممͺنه که گفتیم، الان تا که ساده�ای طورِ به ماسمیان. نظر

میشه: یͺسان وزنِ با تصادفͬ اعدادِ رویِ جمع به تبدیل n بˀعدِ به R∫
R

f(x) dnx → vol(R)

M

M∑
n=1

f(xn) (8)

است. R ناحیه�ی حجم̧ vol(R) اون در که

Crude Monte Carlo١
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مربع. در محیط دایره�ی روش به π عددِ محاسبه�ی برایِ اجراشده نمونه�ی :١ شͺل

تصادفͬ اعدادِ تولیدِ و بهینه�سازی 2

که مربوطه این به بهینه�سازی این عمده�ی بشه. بهینه باید روشمون خاص مسائل برایِ گفته�شد که همونطور
بهتر جوابهایِ اینطوری بخورن. مسئله� به که بشن انتخاب طوری و نیان جمع در یͺسان وزنِ با تصادفͬ اعدادِ
رو زیر انتگرالِ میخوایم که کنید فرض مثال برایِ میاد. دست به کمتر زمانِ نتیجه در و کمتر مراحل تعداد در

کنیم: حساب

∫ 1

0

exp(x2)

(1.001− x)2
dx (9)

میشه: این متمتیͺا در (٢ (شͺل انتگرالده�ش رسم̧ همراه˼ به انتگرال این جوابِ

g1[x_]:=Exp[x∧2]/(1.001− x)∧2;

Plot[g1[x], {x, 0, 1}, PlotRange → All]

exact1 = NIntegrate[g1[x], {x, 0, 1}]

2688.74
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0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

500 000

1.0´106

1.5´106

2.0´106

2.5´106

.(9) انتگرالده˼ رسم̧ :٢ شͺل

ببینیم .2, 500, 000 حدودِ تا 1 حدودِ از داره؛ شدیدی تغییراتِ 1 تا 0 فاصله�ی در تابع این مͬ�بینید که همونطور
میشه: اینطوری یͺسان وزنِ با انتخابی نقطه�ی 100 دفعه ده با میده. چͬ روشمون همینطوری کاربرد

xr:=RandomReal[{0, 1}];

M = 100;

Table[MCInt1 = Mean[Table[g1[xr], {m, 1,M}]]; MCInt1, {10}]

Mean[%]

Variance[%%]∧0.5

{3920.65, 7245.54, 365.33, 1748.46, 583.776, 563.923, 358.704, 178.019, 4205.49, 2249.13}

2141.9

2327.29

انحراف�معیارِ و دفعه ده میانگین̞ آخر خط˼ دو متفاوتن. چقدر میبینین اجراسکه بار ده نتیجه�ی فهرست�شده اعدادِ
وزنِ با انتخاب و داره شدیدی تغییراتِ تابع این که اینه هم دلیلش نشد. اولمون مثالِ خوبی به بار این اوناس.
میخوایم حالا نیس. بهینه ولͬ میده، دقیق جوابِ نقاط بیشترِ تعدادِ انتخابِ با اگرچه تصادفͬ، اعدادِ مساویِ

میاد: زیر ساده�ی اتحادِ از اصلͬ ایده�ی بشه. بهتر جواب تا کنیم انتخاب رو تصادفͬ اعدادِ ∫طوری b

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(x)

w(x)
w(x) dx =

∫ y(b)

y(a)

f
(
x(y)

)
w
(
x(y)

) dy (10)

شدتِ به f(x)
w(x)

تغییراتِ تا بشه انتخاب طوری w(x) تابع̧ که اینه بر سعͬ اینجا در .dy = w(x) dx اون در که
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یعنͬ: بزنیم، جمع یͺسان وزنِ با ها y رویِ یͺسان، وزنِ با ها x رویِ جمع جایِ به عوض در نباشه. f(x) خودِ

∫ b

a

f(x) dx =

∫ y(b)

y(a)

f
(
x(y)

)
w
(
x(y)

) dy → y(b)− y(a)

M

M∑
n=1

f
(
x(yn)

)
w
(
x(yn)

) (11)

عموم̞ͬ اسم میͺنه. تولید w(x) توزیع̧ با xهائͬ یͺسان وزنِ با انتخابش که شده انتخاب طوری y که کنید توجه
بتونیم باید ترجیحͬ نمونه�سازیِ در واضحه که همونطور .٢ ترجیحͬ» «نمونه�سازیِ میشه بهینه�سازی از نسخه این
تولید روش̞ سه اینجا در کنیم. تولید دارند، یͺسان وزنِ نه و میͺنن، پیروی خاصͬ توزیع̧ از که تصادفͬ اعدادِ

میͺنیم. معرفͬ رو تصادفͬ اعدادِ نوع این

٣ وارون تبدیل̞ روش̞ 2.1

توزیع̧ با تصادفͬ اعدادِ بشه کنید فرض آخری مثالِ همین در

w(x) =
A

(1.001− x)2
(12)

اعدادِ از استفاده جای به جمع در وقت اون .
∫ 1

0
w(x) dx = 1 که میشه انتخاب چنان A بالا در کرد. درست

که میزنیم exp(x2) از ثابتͬ مضربِ رویِ رو جمع فقط ولͬ میͺنیم استفاده اونا از مساوی وزنِ با تصادفͬ
شرط˼ با y اعدادِ باید گفتیم قبلا́ که اونچه مطابق̞ داشتیم. که هست اولیه�ای انتگرالده˼ از کمتر خیلͬ تغییراتش

dy = w(x) dx (13)

بر را x وارون، تایع̧ گرفتن̞ با و کرد حل میشه را بالا رابطه�ی که اینه بر فرض وارون تبدیل̞ روش̞ در باشیم. داشته

به باشه. کم f(x)

w(x)
تغییراتِ که میشه انتخاب طوری w(x) تابع̧ عمل در .x =

(
x(y)

)
آورد: دست به y حسبِ

تا y(a) فاصله�ی در y تصادف̞ͬ انتخاب با اونوقت آورد. بدست y برحسبِ را x بشه که باشه طوری باید علاوه
کردیم. انتخاب w(x) توزیع̧ با ولͬ تصادفͬ طورِ به رو x واقع در (13) رابطه�ی خاطرِ به مساوی، وزنِ با و y(b)

میشن: زیر شͺل̞ به y متغیرِ و A ثابتِ داشتیم که مثالͬ در

A = 1/Integrate[1/(1.001− x)∧2, {x, 0, 1}]

Integrate[1/(1.001− x)∧2, x]

0.001001

1.
1.001−1.x

w(x) بر اولمون انتگرالده˼ نسبتِ رسم̧ صورت این در کرد. وارونش میشه و میده x برحسبِ رو y آخری که
:(٣ (شͺل میشه اینطوری

w[x_]:=A/(1.001− x)∧2

Plot[g1[x]/w[x], {x, 0, 1}, PlotRange → All]

Importance Sampling٢

Inverse Transform Method٣
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.w(x) تابع̧ به انتگرالده نسبتِ رسم̧ :٣ شͺل

بین̞ مساوی وزن با رو y باید ببریم کار به رو روشمون اگه حالا اولیه�س. از کمتر خیلͬ ͬͺی این تغییراتِ که میبینید
f(x)

w(x)
=

exp(x2)

A
رویِ رو جمع ولͬ کرد، پیدا رو x وارون تابع̧ ِͷکم روشبه از و کنیم، انتخاب y(1) و y(0)

میشه: اینطوری تائͬ 100 دفعه�ی ده با نتیجه زد.

yr:=RandomReal[{A/1.001, A/0.001}]

xr:=1.001−A/yr

M = 100;

Table[Mean[Table[xr1 = xr; g1[xr1]/(A/(1.001− xr1)∧2), {m, 1,M}]], {10}]

Mean[%]

Variance[%%]∧0.5

{2680.37, 2682.52, 2691.68, 2704.27, 2684.72, 2680.45, 2697.66, 2697.6, 2698.06, 2694.57}

2691.19

8.57928

بهتره. واقعاً کنید مقایسه بودن تعدادا همین که قبل ی دفعه با اگه انحراف�معیارن. و میانگین آخریها هم باز که
مناسبه که ئͬ w(x) یعنͬ آورد؛ دست به تحلیلͬ نمیشه رو y(x) موارد بسیاری در که اینه روش این معایبِ از
مثلا́ باشیم. نداشته رو میاد بدست x(y)باهاش که وارون تابع̧ ممͺنه که این دیͽه نداریم. تحلیلͬ رو انتگرالش

باشه: اینطوری اگه

y(x) = cosh3 x+ 1 + x2
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.
کرد. استفاده عددیʿن کارِ به متکͬ که دیͽه�ای روشهایِ از باید همین برایِ

۴ قبول-رد یا ردˁی روش̞ 2.2

مثالش یه کنید. تولید [a, b] فاصله�ی در و p(x) تابع�توزیع̧ با تصادفͬ�ئͬ اعدادِ میخواین دلیلͬ هر به کنید فرض
مقادیرِ همه�ی از که عددی یه یعنͬ کنید؛ پیدا توزیع��تون برای بالا کرانِ یه اول میͽه ردˁی روش̞ اومده. ۴ شͺل̞ در
یعنͬ گرفت، تابع بیشینه�ی میشه رو نقطه این شͺل در مثالِ موردِ در باشه. بیشتر گفته�شده فاصله�ی در p(x)
p(x0)/p(A) نسبتِ و x0 مثل̞ کنید، انتخاب [a, b] فاصله�ی در یͺسان وزنِ با تصادفͬ عددِ یه بیاید حالا .p(A)
.xr مثلا́ بردارین، [0, 1] فاصله�ی در اینبار ولͬ یͺسان وزنِ با دیͽه تصادف̞ͬ عددِ یه بیاید بʿعد بیارین. دست به رو
برید و بندازینشدور نبود اگر و بردارید رو x0 بود کوچͺتر xr اگر کنید؛ مقایسه xr با داشتید که نسبتͬ بیاید حالا
خواسته�شده توزیع̧ با اعدادِ نسخه این چرا که این فهمیدنِ کنین. تکرار رو کارا همین و دیͽه x0 یه انتخابِ سراغ̧
داریم انتظار کوچیͺه p(B) چون که باشه شͺل تویِ B نقطه�ی انتخابی ِ x0 کنید فرض نیست. سخت میده رو
p(B)/p(A) از xr اینکه احتمالِ چون میͺنه، رو کار همین هم ما نسخه�ی واقع در بشه. قبول کمͬ شانس̞ با
C و هست p(C)/p(A) از کمتر xr توجهͬ قابل̞ شانس با باشه C نقطه�ی x0 عوضاگه در پائینه. باشه کوچͺتر
توزیع�شون که داریم تصادفͬ اعدادِ از مجموعه�ای بشه زیاد انتخابها تعدادِ وقتͬ ترتیب همین به میشه. انتخاب

داره. ریاضͬ اثباتِ حرفا این همه�ی البته شͺله. مطابق̞

AB C

p(A)

p(B)

p(C)

a b

p

x

قبول-رد. روش̞ در نقاط نقش̞ از نمونه�ای :۴ شͺل

میͺنیم: انتخاب رو زیر شͺل̞ به تابع�توزیع̧ مثال برایِ

p(x) ∝ 1√
1.1− x

, 0 ≤ x ≤ 1 (14)

Accptance-Rejection Method یا Rejection Method۴
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نسخه�ای میͺنه. بازی x = 1 را A نقطه�ی نقش مثال این در .
∫ 1

0
p(x) dx = 1 که طوریه تناسب ضریبِ

قبول تاشون 46343 نهایتاً صدهزارتا این از زیر اجرایِ در اومده. اولیه انتخابِ صدهزار برای اجراش گفتیم که
رسم ۵ شͺل در توزیع خودِ همراه˼ به و شمردیم 1 تا 0 از 0.1 فاصله�های در رو اعداد این اجرا ادامه�ی در شدن.

داره. همخونͬ کاملا́ که کردیم

renp = NIntegrate[1/Sqrt[(1.1− x)], {x, 0, 1}];

p[x_]:=(1/renp)1/Sqrt[(1.1− x)];

xr:=RandomReal[{0, 1}];

M = 10∧5;

sample = {}; Do[{xo = xr; If[p[xo]/p[1] > xr, sample = Append[sample, xo]]}, {M}];

dis = {0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}; Do[dis[[Floor[sample[[i]] ∗ 10] + 1]]++, {i, Length[sample]}];

Total[dis]

Length[sample]− Total[dis]

dis/Total[dis]/0.1

Show[

ListPlot[Partition[Riffle[{0.05, 0.15, 0.25, 0.35, 0.45, 0.55, 0.65, 0.75, 0.85, 0.95},

dis/Total[dis]/0.1], 2], PlotRange → {0.6, 1.9}, PlotStyle → PointSize[0.015]],

Plot[p[x], {x, 0, 1}, PlotRange → All]]

46343

0

{0.667199, 0.71165, 0.755238, 0.774874, 0.845219, 0.912112, 1.03101, 1.14883, 1.38489, 1.76898}
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تابع. خودِ هم�راه˼ به قبول-رد روش̞ به (14) تابع̧ برایِ تولیدشده تصادف̞ͬ اعدادِ توزیع̧ :۵ شͺل
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کنیم: حساب رو زیر انتگرالِ بخوایم تصادفͬ اعدادِ این وسیله�ی به کنید فرض ∫حالا 1

0

exp(x2)√
1.1− x

dx (15)

تصادف̞ͬ اعدادِ تعدادِ البته و برداریم، را بالا در انتگرالده همه�ی باید برداریم یͺسان وزنِ با رو تصادفͬ اعدادِ اگر
exp(x2) فقط مͬ�تونیم داریم رو مناسب توزیع̧ با اعداد که حالا اما بشه. خوب نتیجه تا کنیم انتخاب رو زیادی

اومده: عدد تا 10 فقط انتخابِ دفعه پنج برایِ پائین در نتیجه کمتر. انتخابِ تعدادِ با و بزنیم جمع روش رو

renp = NIntegrate[1/Sqrt[(1.1− x)], {x, 0, 1}];

p[x_]:=(1/renp)1/Sqrt[(1.1− x)];

f1[x_]:=Exp[x∧2];

NIntegrate[f1[x]p[x], {x, 0, 1}]

1.62352

xr:=RandomReal[{0, 1}];

M = 10;

Table[sample = {}; Do[{xo = xr; If[p[xo]/p[1] > xr, sample = Append[sample, xo]]}, {M}];

Mean[Table[f1[x], {x, sample}]], {5}]

Mean[%]

Variance[%%]∧0.5

{1.77585, 1.34204, 1.54029, 1.91586, 1.64282}

1.64337

0.219789

عدد. تا 50 برایِ فقط اونهم نزدیͺه 1.62352 جوابِ با که جوابن انحراف�معیارِ و میانگین آخر خط˼ دو
63045 فقط که انتخاب، صدهزار برایِ میͽیریم. رو exp(−x) نمائͬ تابع�توزیع̧ دیͽه مثالِ ͷی عنوانِ به

:(۶ (شͺل میشه اینطوری میمونن تاشون

p[x_]:=E/(E − 1)Exp[−x];

xr:=RandomReal[{0, 1}];

M = 10∧5;

sample = {}; Do[{xo = xr; If[p[xo]/p[0] > xr, sample = Append[sample, xo]]}, {M}];

dis = {0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}; Do[dis[[Floor[sample[[i]] ∗ 10] + 1]]++, {i, Length[sample]}];

Total[dis]

Length[sample]− Total[dis]

dis/Total[dis]/0.1

Show[

ListPlot[Partition[Riffle[{0.05, 0.15, 0.25, 0.35, 0.45, 0.55, 0.65, 0.75, 0.85, 0.95},

dis/Total[dis]/0.1], 2], PlotRange → All, PlotStyle → PointSize[0.008]],
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Plot[p[x], {x, 0, 1}, PlotRange → All]]

63045

0

{1.51955, 1.36601, 1.23959, 1.12332, 1.01198, 0.907447, 0.819891, 0.742486, 0.680149, 0.589579}
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تابع. خودِ هم�راه˼ به قبول-رد روش̞ به exp(−x) تابع̧ برایِ تولیدشده تصادف̞ͬ اعدادِ توزیع̧ :۶ شͺل

:(٧ (شͺل میشه انتخاب 20000 با exp(−x/0.2) تابع̧ برایِ

t = 0.2;

rc = (1/t)/(1− 1/E∧(1/t));

p[x_]:=rcExp[−x/t];

xr:=RandomReal[{0, 1}];

M = 2× 10∧4;

sample = {}; Do[{xo = xr; If[p[xo]/p[0] > xr, sample = Append[sample, xo]]}, {M}];

dis = {0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}; Do[dis[[Floor[sample[[i]] ∗ 10] + 1]]++, {i, Length[sample]}];

Length[sample]− Total[dis]

dis/Total[dis]/0.1

Show[

ListPlot[Partition[Riffle[{0.05, 0.15, 0.25, 0.35, 0.45, 0.55, 0.65, 0.75, 0.85, 0.95},

dis/Total[dis]/0.1], 2], PlotRange → All, PlotStyle → PointSize[0.008]],

Plot[p[x], {x, 0, 0.9}, PlotRange → All]]

0
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{4.04674, 2.41859, 1.41544, 0.861345, 0.496324, 0.270483, 0.231092, 0.139181, 0.0630252, 0.0577731}
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تابع. خودِ هم�راه˼ به قبول-رد روش̞ به exp(−x/0.2) تابع̧ برایِ تولیدشده تصادف̞ͬ اعدادِ توزیع̧ :٧ شͺل

کمͬ با البته نداره. وجود میاد دست به عدد چند که این برایِ تضمینͬ روش این در شد دیده که همونطور
از While دستورِ از استفاده با x2 exp(−x) تابع�توزیع̧ برای آخر مثالِ در کرد. برطرف رو عیب این میشه تغییر

:(٨ (شͺل برسه هزارتا دلخواه˼ تعدادِ به تا بده ادامه اونقدر عدد تولیدِ به میخوایم برنامه
p[x_]:=x∧2Exp[−x];

max = FindRoot[p′[u] == 0, {u, 2}][[1]];

xmax = u/.max;

xr:=RandomReal[{0, 10}];

xt:=RandomReal[];

M = 10∧3;

sample = {};

While[Length[sample] < M, {xo = xr; If[p[xo]/p[xmax] > xt, sample = Append[sample, xo]]}];

dis = {0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}; Do[dis[[Ceiling[sample[[i]]]]]++, {i, Length[sample]}];

Total[dis]

dis/Length[sample]/1//N

Show[ListPlot[Partition[Riffle[{0.5, 1.5, 2.5, 3.5, 4.5, 5.5, 6.5, 7.5, 8.5, 9.5}, dis/Length[sample]/1], 2]],

Plot[p[x]/NIntegrate[p[t], {t, 0, 10}], {x, 0, 10}], PlotRange → All]

1000

{0.075, 0.244, 0.242, 0.2, 0.113, 0.071, 0.027, 0.012, 0.008, 0.008}
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تابع. خودِ هم�راه˼ به قبول-رد روش̞ به x2 exp(−x) تابع̧ برایِ تولیدشده تصادف̞ͬ اعدادِ توزیع̧ :٨ شͺل

۵ متروپولیس روش̞ 2.3

اجرا رو نسخه اون وسیله�ی به تا باشیم داشته تابع�توزیع برای مناسب بالایِ حدِ ͷی که اینه مهم ردˁی روش̞ در
داریم. بشه اجرا برنامه باید که دفعاتͬ تعداد یا اومده دست به اعدادِ تعدادِ رویِ کمتری کنترل علاوه به کنیم.
عددِ ͷی ابتدا روش این در ساده�س. همچنان علاوه به و نیست عوارض این میشه معرفͬ اینجا که روشͬ در
.x2 مثلا́ میشه انتخاب دیͽه عدد یه بعد .x1 مثلا́ مبشه، انتخاب نظر مورد فاصله�ی در یͺسان وزن با تصادف̞ͬ

بین̞ حتماً حالا که ،p(x2)

p(x1)
نسبتِ اینصورت غیرِ در میشه. انتخاب x2 بود، p(x2) ≥ p(x1) اگر نسخه مطابق̞

وگرنه میاد بیرون x2 هم باز بود بزرگتر اگر میشه؛ مقایسه ͷصفروی فاصله�ی تو تصادفͬ عددِ یه با یͺه، و صفر
کنید فرض ٩ شͺل در مثلا́ نیست. سخت هم باز p(x) توزیع̧ مطابق̞ اعدادِ نسخه این چرا که این فهمیدن .x1

ͷی تا صفر از عدد یه با ،p(B)

p(C)
نسبتِ x2 = B و x1 = C اگر ولͬ بیرون. میاد C که x2 = C و x1 = B اگر

کمͬ شانس̞ کوچͺه خیلͬ نسبت این اندازهها به توجه با چون اومده شͺل در که موردی در مثلا́ میشه. مقایسه
با نهایت در میان بیرون که اعدادی دلیل همین به نیست. صفر شانس این اگرچه هست B اومدنِ بیرون برای
معرض̞ در و انتخاب x2 بار ͷی از بیشتر مراحل̞ تعداد در ورودی، ِx1 ͷی با که بهتره عمل در میخونن. توزیع
چندین «ͷمح» کدوم هر رویِ چون خروجͬ، اعدادِ کمͬ تعداد برایِ حتا اینطوری بدیم. قرارش x1 با مقایسه

میشه. خوب توزیع با همخونͬ شده، اعمال بار

Metropolis Method۵
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B C

p(B)

p(C)

a b

p

x

متروپولیس. روش̞ در نقاط نقش̞ از نمونه�ای :٩ شͺل

ِͷکم با کدوم هر که خروجͬ، عددِ ده�هزارتا برایِ که داریم رو exp(−x/0.2) نمائ̞ͬ تابع̧ هم باز مثال عنوانِ به
:(١٠ (شͺل میده اومدن، بیرون مقایسه بار بیست با فرآیند ͷی از Do دستورِ

t = 0.2;

rc = (1/t)/(1− 1/E∧(1/t));

p[x_]:=rcExp[−x/t];

xr:=RandomReal[{0, 1}];

M = 10∧4;

sample = Table[xi = xr; Do[xj = xr; If[xj < xi, xi = xj, If[p[xj]/p[xi] > xr, xi = xj, xi]], {20}];

xi, {M}];

dis = {0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}; Do[dis[[Ceiling[sample[[i]] ∗ 10]]]++, {i,M}];

Total[dis]−M

dis/M/0.1

Show[

ListPlot[Partition[Riffle[{0.05, 0.15, 0.25, 0.35, 0.45, 0.55, 0.65, 0.75, 0.85, 0.95}, dis/M/0.1],

2], PlotStyle → PointSize[0.008]],

Plot[p[x], {x, 0, 0.9}, PlotRange → {0, p[0]}], PlotRange → All]

0

{3.966, 2.449, 1.432, 0.899, 0.532, 0.293, 0.19, 0.112, 0.075, 0.052}



١٧ فتح�اللهͬ : FAT-112
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تابع. خودِ هم�راه˼ به قبول-رد روش̞ به exp(−x/0.2) تابع̧ برایِ تولیدشده تصادف̞ͬ اعدادِ توزیع̧ :١٠ شͺل

:(١١ (شͺل میͺنیم تولید تصادفͬ اعدادِ خروجͬ، هر برایِ مقایسه بار دʿه با ،x2 exp(−x)برای آخر مثالِ عنوانِ به

p[x_]:=x∧2Exp[−x];

xr:=RandomReal[{0, 10}];

xt:=RandomReal[];

M = 10∧3;

sample = Table[xi = xr; Do[xj = xr; If[p[xj] > p[xi], xi = xj, If[p[xj]/p[xi] > xt, xi = xj, xi]], {10}]; xi, {M}];

dis = {0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}; Do[dis[[Ceiling[sample[[i]]]]]++, {i,M}];

Total[dis]−M

dis/M/1//N

Show[ListPlot[Partition[Riffle[{0.5, 1.5, 2.5, 3.5, 4.5, 5.5, 6.5, 7.5, 8.5, 9.5}, dis/M/1], 2]],

Plot[p[x]/NIntegrate[p[t], {t, 0, 10}], {x, 0, 10}, PlotRange → {0, p[0]}], PlotRange → All]

0

{0.087, 0.244, 0.246, 0.187, 0.113, 0.064, 0.029, 0.016, 0.006, 0.008}



متمتیͺا با مونت�کارلو الفبایِ ١٨
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تابع. خودِ هم�راه˼ به قبول-رد روش̞ به x2 exp(−x) تابع̧ برایِ تولیدشده تصادف̞ͬ اعدادِ توزیع̧ :١١ شͺل

x2 یا x1 انتخابِ پله�ی دو در ما اینجا که چیزی داره. زیادی کاربردِ آماری ِͷانیͺم در متروپولیس روش̞
مبنای اونجا در میشه. انجام زیاد پله�های تعدادِ در سیستمها رسوندنِ ͷترمودینامی تعادلِ به برای عمل در گفتیم،
.exp(−E/T ) بخونه: بولتزمان تابع�توزیع̧ با که جوری ئه، T دمایِ در سیستم مختلفِ حالتهای انرژیِ مقایسه
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